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1 EinleitungDas makroskopische Verst�andnis der Eigenschaften fester K�orper ist eine Frage, der sichdie Physiker schon seit einem Jahrhundert widmen. Ausgangspunkt waren dabei sehr ein-fache Konzepte, wie das Modell freier Elektronen, die Halbleiter oder Isolatoren in sehrpauschaler Weise beschreiben und nicht in der Lage sind, spezi�sche Unterschiede in denmakroskopischen physikalischen Eigenschaften zu verstehen.Neben der Verfeinerung der Modelle sind fernerhin die sogenannten "ab-initio\ Verfah-ren in der Atom- und Festk�orperphysik entstanden. Dabei wird das quantenmechanischeVielteilchenproblem auf ein e�ektives Einteilchenproblem abgebildet, welches dann imwesentlichen parameterfrei gel�ost werden kann. Als L�osung ergibt sich die sogenannteelektronische Struktur des betrachteten Festk�orpers, die jetzt sehr spezi�sch Gemeinsam-keiten und Unterschiede widerspiegelt.Die Elektronenstruktur ist der Oberbegri� f�ur das Eigenwertspektrum, die Zustandsdich-te, Wellenfunktionen oder die Fermi-Fl�ache. �Uber ebendiese Gr�o�en kann man gezieltmikroskopische mit makroskopischen Eigenschaften verbinden. So sind zum Beispiel dieElektronen an der Fermi-Energie verantwortlich f�ur die spezi�sche Leitf�ahigkeit einesMetalls.Anliegen dieser Arbeit ist es nun, die Elemente des Periodensystems in ihrer metalli-schen Phase durch ihre elektronischen Eigenschaften zu systematisieren. Insbesonderewerden die Fermi-Fl�ache, Fermi-Geschwindigkeiten und Charakter der Wellenfunktionals Funktion der Ordnungszahl untersucht und klassi�ziert.
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2 Freie Elektronen2.1 Fermi-GasDie am schw�achsten gebundenen Elektronen der Kristallatome eines Festk�orpers werdenals Leitungselektronen bezeichnet. Im Rahmen des Modells freier Elektronen wird ange-nommen, da� sie sich wechselwirkungsfrei durch den Festk�orper bewegen. Die Anzahl derfreien Elektronen richtet sich nach der Wertigkeit der Atome im Festk�orper:Anzahl der Leitungselektronen = N �Wertigkeit der Atome (1)N ist hier die Anzahl der Atome im betrachteten Normierungsvolumen. Die Dispersions-relation der freien Elektronen wird aus der Schr�odingergleichungĤ	 = E	 (2)abgeleitet, wobei der Hamiltonoperator Ĥ die GestaltĤ = � �h22m4 (3)hat. In ausf�uhrlicher Form ergibt sich aus (2) und (3):� �h22m4	k(~r) = � �h22m  @2@x2 + @2@y2 + @2@z2!	k(~r) = �k	k(~r) : (4)Die L�osung der Schr�odingergleichung ergibt folgende Eigenwerte (Abb. 1):�k = �h22mk2 = �h22m (k2x + k2y + k2z ) (5)zu den Eigenfunktionen	k(~r) = ei~k�~r : (6)6



-�(~k) ~k�f6 � = �h22m k2Abbildung 1: Energiedispersion f�ur freie ElektronenDie Verwendung von periodischen Randbedingungen	(x+ L; y; z) = 	(x; y; z)	(x; y + L; z) = 	(x; y; z) (7)	(x; y; z + L) = 	(x; y; z)f�uhrt zur Quantisierung der Eigenzust�ande. L ist dabei die Ausdehnung des betrachtetenNormierungsvolumens V = L3. Aus (7) folgt f�ur 	k(~r):ei(kxx+kyy+kzz) = ei(kx(x+L)+kyy+kzz)= eikxxeikxLeikyyeikzz= ei(kxx+kyy+kzz) � eikxL :Nach K�urzen der entsprechenden Terme bleibt als Bedingung:eikxL = 1 : (8)Dies ist erf�ullt f�urkx = 2�L nx ; (9)7



wobei nx eine ganze Zahl darstellt. Analog folgt f�ur ky und kz:ky = 2�nyL (10)kz = 2�nzL : (11)Die Geschwindigkeit eines Teilchens im Zustand ~k ist nun gegeben mit~v = 1�h @ �k@ ~k : (12)Es ist die Gruppengeschwindigkeit des Wellenpaketes des Teilchens im Festk�orper. F�urfreie Elektronen hei�t das~v = 1�h @@ ~k  �h2 k22m ! = �h~km : (13)Die Richtungen von ~k und ~v stimmen f�ur freie Elektronen also �uberein [1].2.2 Fermi-Energie und Fermi-Fl�acheNach dem Pauli-Prinzip d�urfen niemals zwei Fermionen in allen Quantenzahlen �uberein-stimmen. Das bedeutet f�ur die Elektronen des Festk�orpers, da� im Grundzustand N freieElektronen die energetisch niedrigsten Zust�ande innerhalb einer Kugel im k-Raum beset-zen. Der Grundzustand ist dabei der Zustand des Systems am absoluten Nullpunkt derTemperatur. Aussagen �uber das Verhalten der Elektronen bei h�oheren Temperaturen lie-fert die Fermi-Dirac-Verteilungsfunktion. Bei steigender Temperatur w�achst die Energieder Elektronen, und es kommt zur Besetzung von Energieniveaus, die bei T = 0 unbesetztwaren. Dies f�uhrt dazu, da� nun freie Niveaus im Besetzungsschema des Grundzustan-des vorzu�nden sind. Die Wahrscheinlichkeit daf�ur, da� ein Zustand k im thermischenGleichgewicht besetzt ist, gibt die Fermi-Dirac-Verteilung an (Abb. 2):f(�k) = 1e �k��kBT + 1 : (14)� ist dabei eine Funktion der Temperatur und wird als chemisches Potential bezeichnet.Am absoluten Nullpunkt gilt � = �f . Da die Abweichungen der Verteilung f�ur Zimmer-temperatur von der f�ur T = 0 sehr gering sind, wird das Elektronengas im weiteren beiT = 0 betrachtet. 8



6 -Ef�k EF1Abbildung 2: Fermi-Dirac-Verteilung f�ur Temperaturen nahe der Raumtempera-turDie Ober
�ache der Kugel der untersten N Niveaus im k-Raum trennt die besetzten vonden unbesetzten Zust�anden und wird als Fermi-Fl�ache bezeichnet. Das Volumen die-ser Kugel betr�agt 4�3 k3f , wobei kf der Radius der Fermi-Kugel ist. Beachtet man dieSpinentartung, schlie�t die Fermi-KugelN = 2Xk 1 (15)Zust�ande ein. Der �Ubergang von der Summe zum Integral ergibt:N = 2 V(2�)3 Z d3k � 1 : (16)Dabei ist V=(2�)3 das reziproke Phasenraumvolumen. Dr�uckt man den Integranden inKugelkoordinaten aus, erh�alt man:N = 2 V(2�)3 Z d'd# sin# Z kf0 k2dk= 2 4�V(2�)3 Z kf0 k2dk (17)= V3�2kf 3 :F�ur den Radius der Fermi-Kugel ergibt sich folglich9



k3f = NV 3�2 : (18)NV ist die Elektronendichte n und �aquivalent zun = NEZVEZ ; (19)wobei NEZ die Anzahl der Elektronen in der Elemtarzelle und VEZ das Volumen derElementarzelle ist. Der Fermi-Radius berechnet sich also auskf = (3�2n) 13 : (20)Damit kann man die Fermi-Energie angeben als [2]�f = �h22mk2f = �h22m(3�2n) 23 : (21)Die besetzten Einelektronenzust�ande mit der gr�o�ten Energie haben einen Impuls, der alsFermi-Impuls bezeichnet wird:~pf = �h~kf : (22)Dazu gibt man die Fermi-Geschwindigkeit an:~vf = ~pfm = �hm~kf : (23)
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3 Methode der starken Bindung (tight{binding)3.1 Einf�uhrungObwohl das Modell freier Elektronen sehr erfolgreich bei der Kl�arung genereller metalli-scher Eigenschaften war, ist es nicht in der Lage, spezi�sche Unterschiede zwischen denMetallen zu erkl�aren. Um eben diese Unterschiede zu verstehen, ist es erforderlich, dieBewegung der Elektronen im periodischen KristallpotentialV (~r) = V (~r + ~R) (24)zu betrachten (Gittervektor ~R). Die Translationsinvarianz des Kristallpotentials hat zurFolge, da� die Eigenfunktionen 	k(~r) Bloch-Funktionen sind, das hei�t sie gen�ugen derBedingung	k(~r) = 	k(~r + ~R)e�i~k ~R : (25)Man betrachtet nun zwei Grenzf�alle:1. V (~r) ist eine schwache St�orung.Dies f�uhrt zumModell der fast freien Elektronen. Dabei geht man vom Modell freierElektronen aus und ber�ucksichtigt den Ein
u� des Potentials st�orungstheoretisch.Erfahrungsgem�a� erh�alt man eine gute Beschreibung der Alkalimetalle.2. V (~r) ist eine starke St�orung.Dieser Ausgangspunkt wird im tight-binding-Verfahren angenommen. Die Elektro-nen werden als am Atom lokalisiert angenommen, wodurch die L�osung des atoma-ren Problems zum geeigneten Ausgangspunkt wird. Dieses Verfahren ist bei derBeschreibung der �Ubergangsmetalle sehr erfolgreich.3.2 Ansatz f�ur die tight-binding-MethodeZiel dieses Verfahrens ist es, ausgehend von den atomaren Eigenwerten �0 und Eigen-funktionen '(~r), die L�osung f�ur die Bewegung der Elektronen im Kristallpotential zuerzeugen. 11



3.2.1 Ein AtomHier setzt sich der Hamilton-Operator nur aus einem Anteil der kinetischen Energie unddes atomaren Potentials zusammen:Ĥ = T + V (~r) : (26)Die zeitunabh�angige Schr�odingergleichung hat damit die Form:Ĥ '(~r) = �o '(~r) : (27)' ist dabei die atomare Wellenfunktion, �o das atomare Energieniveau (Abb. 3). DieL�osung dieses Problems wird als bekannt vorausgesetzt und im weiteren verwendet.-~r�0Potentialj'j2
Abbildung 3: Wellenfunktion, Energieniveau und Potential eines Atoms mit einemElektron3.2.2 Zwei AtomeBei der Betrachtung zweier Atome hat der Hamilton-Operator Ĥ die Gestalt:Ĥ = T + V (~r � ~R1) + V (~r � ~R2) = T + V1 + V2 : (28)~R1 und ~R2 sind die Orte, an denen sich die Atome be�nden (Abb. 4).12



-Spiegelebene �a�s~R2~R1 'a's ~rAbbildung 4: Jede Gesamtwellenfunktion eines zweiatomigen Systems kann alstotal symmetrische und total antisymmetrische Linearkombination der atomarenWellenfunktion dargestellt werden.Aufgrund der Spiegelsymmetrie des Systems w�ahlt man f�ur die gesuchte Gesamtwellen-funktion die symmetrische und antisymmetrische Linearkombination von '1 und '2:'s;a = 1p2('(~r � ~R1)� '(~r � ~R2)) = 1p2('1 � '2) : (29)Mit diesem Ansatz wird der Erwartungswert der EnergieE = (';H ')(';') (30)berechnet. Um E anzugeben, wird zun�achst mit (29) H' betrachtet:H ' = 1p2(T + V1 + V2)('1 � '2) : (31)Auswertung von Gleichung (31) f�uhrt zu:H ' = 1p2 [(T + V1)'1 + V2 '1 � (T + V2)'2 � V1 '2] : (32)Die Terme (T + V1)'1 und (T + V2)'2 stellen jeweils die atomaren L�osungen dar, wobeiH1 = T + V1 und H2 = T + V2. Damit vereinfacht sich die Gleichung:13



H ' = 1p2[�o '1 � �o '2 + V2 '1 � V1 '2] (33)= �o 's;a + 1p2(V2 '1 � V1 '2) :Um den gesamten Z�ahler des Energieerwartungswertes anzugeben, mu� nun (';H ') be-rechnet werden:(';H ') =  '; "�o 's;a + 1p2(V2 '1 � V1 '2)#!= ('; �o ') +  '; 1p2(V2 '1 � V1 '2)!= �o(';') +  1p2('1 � '2); 1p2(V2 '1 � V1 '2)! (34)= �o(';') + 12 (('1 � '2); (V2 '1 � V1 '2))= �o(';') + 12 (('1; V2 '1) + ('2; V1 '2)� ('1; V1 '2)� ('2; V2 '1))Aufgrund der Spiegelsymmetrie sind sowohl die Terme ('1; V2 '1) und ('2; V1 '2), als auch('1; V1 '2) und ('2; V2 '1) gleich. Damit folgt:(';H ') = �o(';') + ('1; V2 '1)� ('1; V1 '2) (35)Der Nenner des Energieerwartungswertes hat die Form:(';') =  1p2('1 � '2); 1p2('1 � '2)! (36)= 12 (('1; '1) + ('2; '2)� ('1; '2)� ('2; '1))Die Terme ('1; '1) und ('2; '2) sind aufgrund der Normierungsbedingung gleich Eins. Diebeiden hinteren Terme stellen den �Uberlapp der atomaren Wellenfunktionen dar (Abb. 5).14



~r-Abbildung 5: �Uberlapp zweier atomarer Wellenfunktionen.F�ur stark gebundene Elektronen kann dieser �Uberlapp vernachl�assigt werden. Damit folgtn�aherungsweise:(';') ' 1 : (37)Die Energiedispersion lautet somit:�s;a = �o + ('1; V2 '1)� ('2; V2 '1) (38)Diese Dispersionsrelation bedeutet, da� das atomare Energieniveau �0 infolge der Wechsel-wirkung der beiden Elektronen mit den atomaren Potentialen um ('1; V2'1) verschobenwird und entsprechend �('2; V2'1) in einen symmetrischen und antisymmetrischen Zu-stand aufgespaltet wird.3.3 BandstrukturSetzt man die obigen Betrachtungen f�ur N Atome fort, so erwartet man eine N -fache Auf-spaltung des Energieniveaus. F�ur periodisch angeordnete Atome mu� die WellenfunktionBloch-Wellencharakter haben. Der Ansatz f�ur die Wellenfunktion hat dann folgendesAussehen:	~k(~r) = 1pN Xn ei~k�~Rn 'n ; (39)wobei mit'n = '(~r � ~Rn) (40)die atomare L�osung am Ort ~Rn gemeint ist. Es l�a�t sich leicht nachweisen, da� dieBloch{Bedingung (25) durch diesen Ansatz erf�ullt ist:15



	k(~r + ~R) = 1pN Xn ei~k�~Rn '(~r + ~R� ~Rn) (41)= 1pN ei~k�~RXn ei~k�(~Rn�~R) '(~r � (~Rn � ~R))Die Di�erenz der Vektoren ~Rn und ~R wird zu einem neuen Gittervektor zusammengefa�tund mit ~~Rn bezeichnet:~~Rn = ~Rn � ~R : (42)Damit folgt:	k(~r + ~R) = 1pN ei~k�~RXn ei~k� ~~Rn '(~r � ~~Rn) (43)= ei~k�~R	k(~r)Ebenfalls mu� f�ur die Wellenfunktionen die Normierungsbedingung gelten:(	k;	k) = 1 : (44)Einsetzen ergibt:(	k;	k) =  1pN Xm ei~k�~Rm 	k(~r � ~Rm); 1pN Xn ei~k�~Rn 	k(~r � ~Rn)! (45)= 1N Xm;n e�i~k�(~Rm�~Rn) �'(~r � ~Rm); '(~r � ~Rn)�('(~r� ~Rn); '(~r� ~Rm)) stellt hier die Wechselwirkung zweier atomarer Wellenfunktionendar. Vernachl�assigt man den �Uberlapp der Funktionen, das hei�t, gelte16



('(~r � ~Rn); '(~r � ~Rm)) = �mn ; (46)so ergibt sich:(	k;	k) = 1N Xn ei~k(~Rn�~Rn) = 1N �N = 1 (47)Auch f�ur dieses Problem kann der Erwartungswert der Energie bestimmt werden. Derzugeh�orige Hamilton-Operator lautet:Ĥ = T +Xl V (~r � ~Rl) (48)Verk�urzt schreibt man daf�ur:Ĥ = T +Xl Vl : (49)Der Energieerwartungswert hat dann folgende Form:hHi = (	;H	)(	;	) = (	; (T +Pl Vl)	)(	;	) (50)In ausf�uhrlicher Form bedeutet das:hHi = (	; T	) + (	;Pl Vl	)(	;	) (51)= Pm;n[('n; T'm) +Pl('n; Vl'm)]ei~k( ~Rm� ~Rn)Pm;n ei~k( ~Rm� ~Rn)('n; 'm)Den Z�ahler des Erwartungswertes kann man so umformen, da� die innere Summe aufge-spalten wird:hHi = Pm;n ei~k( ~Rm� ~Rn) h('n; (T + Vm)'m) +Pl6=m('n; Vl'm)iPm;n ei~k( ~Rm� ~Rn)('n; 'm) (52)17



Nutzt man die L�osung des atomaren Problems (T + Vm)'m = �o'm, so erh�alt man:hHi = �oPm;n ei~k( ~Rm� ~Rn)('n; 'm) +Pm;n;l6=m ei~k( ~Rm� ~Rn)('n; Vl'm)Pm;n ei~k( ~Rm� ~Rn)('n; 'm) (53)Nach K�urzen des ersten Termes des Z�ahlers bleibt also:hHi = �o + Pm;n;l6=m ei~k( ~Rm� ~Rn)('n; Vl'm)Pm;n ei~k( ~Rm� ~Rn)('n; 'm) (54)Betrachtet man die Summe Pm;n;l6=m, so kann man folgende Aufspaltung vornehmen:Xm;n;l6=m = Xn;l6=n(m=n)+ Xn;m 6=n;l 6=m = Xn;l6=n(m=n)+ Xn;m6=n(n=l) + Xn;m 6=n;l 6=m6=n (55)Ausf�uhrlich hat die Summe dann folgendes Aussehen:Xm;n;l6=m('n; Vl'm)ei~k( ~Rm� ~Rn) = Xm=n;l 6=n('n; Vl'n)ei~k( ~Rn� ~Rn)+ Xn=l;m 6=n('n; Vn'm)ei~k( ~Rm� ~Rn) (56)+ Xm6=n6=l('n; Vl'm)ei~k( ~Rm� ~Rn)Dabei ist in der ersten Summe ei~k( ~Rn� ~Rn) gleich Eins. Nach zweimaligem Vertauschen derSummationsindizes (l und m, n und l) in der letzten Summe folgt:Xn=l;m 6=n('n; Vn'm)ei~k( ~Rm� ~Rn) = Xm=n;l 6=n('l; Vl'n)ei~k( ~Rn� ~Rl) (57)Auch die Summe im Nenner kann in zwei Terme aufgespaltet werden:Xm;n ei~k( ~Rm� ~Rn)('n; 'm) =Xn ('n; 'n) + Xm6=n('n; 'm)ei~k( ~Rm� ~Rn) (58)18



Eingesetzt in den Energieerwartungswert, gilt damit:hHi = �o + Pm=n;l 6=n h('n; Vl'n) + ('l; Vl'n)ei~k( ~Rn� ~Rl)iPn('n; 'n) +Pm6=n('n; 'm)ei~k( ~Rm� ~Rn)+ Pm6=n6=l('n; Vl'm)ei~k( ~Rn� ~Rl)Pn('n; 'n) +Pm6=n('n; 'm)ei~k( ~Rm� ~Rn) (59)Dabei stellen die zwei Terme mit ('n; Vl'n) und ('l; Vl'n) Zweizentrenintegrale dar, dashei�t, es werden Potentiale und Wellenfunktionen von zwei Orten l und n kombiniert. DerTerm mit ('n; Vl'm) stellt ein Dreizentrenintegral dar. Hier wird der Ein
u� eines Poten-tials am Ort l auf den �Uberlapp der Wellenfunktionen zweier Atome n und m betrachtet.Diese Beitr�age sind gegen�uber den Termen der Zweizentenintegrale klein und werden imweiteren vernachl�assigt. Anschaulich haben die einzelnen Terme folgendes Aussehen:n l ml n n la) b) c)
Abbildung 6: Die Beitr�age der verschiedenen Terme in (59). In a) ist mit('n; Vl'n) die Wechselwirkung des um l zentrierten Potentials mit der um n zen-trierten Wellenfunktion skizziert, in b) mit ('l; Vl'n) die Wechselwirkung des uml zentrierten Potentials mit dem �Uberlapp zweier um l und n zentrierten Wel-lenfunktionen (Zweizentrenintegral) und in c) mit ('n; Vl'm) die Wechselwirkungdes um l zentrierten Potentials mit dem �Uberlapp zweier um m und n zentriertenWellenfunktionen (Dreizentrenintegral) (schematisch).Der Term Pm6=n('n; 'm)ei~k( ~Rm� ~Rn) stellt den �Uberlapp der Wellenfunktionen dar undwird ebenfalls vernachl�assigt. Der Energieerwartungswert lautet also:hHi = �o + Pm=n;l 6=n h('n; Vl'n) + ('l; Vl'n)ei~k( ~Rn� ~Rl)iPn('n; 'n) (60)19



Nach der Normierungsbedingung mu� ('n; 'n) gleich Eins sein. Damit bleibt im NennerPn 1 = N . Die Energieerwartungswerte ergeben sich zu:�(~k) ' �0 + 1N Xn6=l h('n; Vl'n) + ('l; Vl'n)ei~k( ~Rn� ~Rl)i : (61)�Ahnlich den Aussagen f�ur 2 Atome lassen sich in dieser Gleichung sowohl eine Verschie-bung, als auch eine Aufspaltung des atomaren Energieniveaus erkennen. Verantwort-lich f�ur die Verschiebung ist der Term ('n; Vl'n). Die N -fache Aufspaltung wird durch1N ('l; Vl'n)ei~k( ~Rn� ~Rl) erkennbar.Aus Symmetriegr�unden lassen sich die Summationen Pn6=l in folgender Weise vereinfa-chen: �(~k) ' �0 +Xl6=0 h('l; V0'l) + ('l; Vl'0)e�i~k ~Rli : (62)3.4 Beispiel einer Bandstruktur-Rechnung (einfach kubischesGitter)3.4.1 EnergiedispersionAm Beispiel des einfach kubischen (simple cubic - sc) Gitters soll eine Bandstrukturrech-nung gezeigt werden. Gegeben sei eine sc-Elementarzelle mit Gitterkonstante a:u uu uu uu uaAbbildung 7: Elementarzelle des einfach kubischen Gitters mit der Gitterkonstan-ten aDas KristallpotentialV (~r) =X~Rl V~r� ~Rl =Xl Vl (63)wird als Superposition atomarer Potentiale angenommen. Als einfache N�aherung werdenbei der Auswertung von Gleichung (62) nur die n�achsten Nachbarn ber�ucksichtigt.20



uu u uuu -a~ex6a~eya~ez+Abbildung 8: Darstellung der sechs n�achsten Nachbarn eines Atoms im sc-GitterDie Gittervektoren der sechs n�achsten Nachbarn im sc Gitter lauten wie folgt:~R1 = a (1; 0; 0)~R2 = a (�1; 0; 0)~R3 = a (0; 1; 0) (64)~R4 = a (0;�1; 0)~R5 = a (0; 0; 1)~R6 = a (0; 0;�1)F�ur die �Uberlappungsintegrale (2. Term von Gleichung (62)) gilt:('1; V1'0) = Z d3r '�(~r � ~R1)V (~r � ~R1)'(~r)= Z d3r '�(~r � a~ex)V (~r � a~ex)'(~r) (65)= V100Dieses Integral ist aus Symmetriegr�unden f�ur alle sechs n�achsten Nachbarn gleich:V100 = V�100 = V010 = V0�10 = V001 = V00�1 (66)Bei Ber�ucksichtigung der Phasenfaktoren in (62) ergeben sich damit die folgenden sechsSummanden: 21



('1; V1'0) = V100e�ikxa('2; V2'0) = V�100eikxa = V100eikxa('3; V3'0) = V010e�ikya = V100e�ikya (67)('4; V4'0) = V0�10eikya = V100eikya('5; V5'0) = V001e�ikza = V100e�ikza('6; V6'0) = V00�1eikza = V100eikzaDie �Uberlappungsintegrale der Wellenfunktion am zentralen Platz zu den Nachbarpoten-tialen lauten:('0; Vl'0) = Z d3r '�(~r)Vl '(~r) (68)mit Vl = V (~r � ~Rl) (69)(siehe 1. Term in Gleichung (62)). Die Summation �uber alle n�achsten Nachbarn f�uhrt zu:V0 =Xl ('0; Vl'0) = Z d3r '�(~r) 6Xl=1 V (~r � ~Rl)'(~r) (70)V0 h�angt nicht von ~k ab. Damit folgt f�ur die Energiedispersion [2],[4]:�(~k) = �0 + V0 + V100(eikxa + e�ikxa + eikya + e�ikya + eikza + e�ikza) (71)bzw. �(~k) = �0 + V0 + 2V100(cos kxa+ cos kya+ cos kza) (72)Aus dieser Gleichung erkennt man, da� �(~k) ein Band mit Breite und Struktur darstellt,wobei �0 + V0 auf die Breite des Bandes keinen Ein
u� hat, sondern die Lage des Band-bodens festlegt. F�ur die Gr�o�e der Aufspaltung der B�ander ist V100 verantwortlich, dashei�t, V100 ist ein Ma� f�ur die Bandbreite. Daraus folgt, da� ein Band um so schmaler ist,desto besser die Wellenfunktionen lokalisiert sind, das hei�t, je kleiner der �Uberlapp derWellenfunktionen ist. Es folgt au�erdem, da� V100 negativ sein mu�, da es sich um ein an-ziehendes Potential handelt. Folgendes Bild zeigt die Energiedispersion f�ur das sc-Gitterin ausgew�ahlten Symmetrierichtungen. 22



-��a�p3�a �a p3�a�jV100j kh1; 1; 1ih1; 0; 0i6
�6�2

6
Abbildung 9: Energiedispersion f�ur sc-Gitter in h1; 0; 0i- und h1; 1; 1i- Richtungh1; 1; 1ih1; 0; 0i k = 0Abbildung 10: Zur besseren �Ubersichtlichkeit werden verschiedene Raumrichtungenaneinandergesetzt und fortlaufend abgebildet.3.4.2 Verlauf der WellenfunktionAllgemein gilt:	~k = 1pN Xn ei~k ~Rn'(~r � ~Rn) (73)F�ur den Gitterpunkt ~k = 0 im reziproken Gitter gilt:ei~k ~Rn = 1 (74)23



und damit folgt:	0 = 1pN Xn '(~r � ~Rn) (75)F�ur die sechs n�achsten Gitterpunkte:~k1 = ��a; 0; 0�~k2 = ���a; 0; 0�~k3 = �0; �a ; 0� (76)~k4 = �0;��a; 0�~k5 = �0; 0; �a�~k6 = �0; 0;��a�folgt aus analogen �Uberlegungen:	~k1:::6 = 1pN Xn (�1)'(~r � ~Rn) (77)
24



3.4.3 Darstellung f�ur den zweidimensionalen FallEine atomare s-Wellenfunktion hat schematisch folgende Wahrscheinlichkeitsverteilung:- r6j'j2s-WellenfunktionAbbildung 11: Wahrscheinlichkeitsverteilung einer atomaren s-WellenfunktionIst die Gesamtwellenfunktion aus atomaren s-Wellenfunktionen zusammengesetzt, dannergibt sich folgendes Bild:
rr r r rr r ra) k = 0Abbildung 12: Zusammengesetzte s-Wellenfunktion f�ur k = 0
rr r r rr r rb) k = �a

Abbildung 13: Zusammengesetzte s-Wellenfunktion f�ur k = �a25



Eine atomare p-Wellenfunktion hat eine antisymmetrische Wahrscheinlichkeitsverteilung:- r6 j'j2p-WellenfunktionAbbildung 14: Wahrscheinlichkeitsverteilung einer atomaren p-WellenfunktionIn diesem Fall ergibt sich f�ur die Gesamtwellenfunktion:rr r r rr r ra) k = 0Abbildung 15: Zusammengesetzte p-Wellenfunktion f�ur k = 0r r rr rr rrb) k = �aAbbildung 16: Zusammengesetzte p-Wellenfunktion f�ur k = �a26



Analoge Betrachtungen lassen sich f�ur die d-Wellenfunktion anstellen. Hier ist die Wahr-scheinlichkeitsverteilung wieder symmetrisch und hat folgendes Aussehen:- r6 j'j2d-WellenfunktionAbbildung 17: Wahrscheinlichkeitsverteilung einer atomaren d-WellenfunktionAuch hier kann die Gesamtwellenfunktion dargestellt werden:
rr r r rr r ra) k = 0Abbildung 18: Zusammengesetzte d-Wellenfunktion f�ur k = 0
rr rr rr rrb) k = �aAbbildung 19: Zusammengesetzte d-Wellenfunktion f�ur k = �a27



3.5 Fermi-Fl�ache3.5.1 AllgemeinesDie Fermi-Fl�ache eines Metalls ist eine Fl�ache im Impulsraum, die bei T = 0 das Gebietder besetzten von den unbesetzten Zust�anden trennt. Sie ist eine Isoenergie
�ache mit derEnergie �f . Die Fermi-Fl�ache zeichnet sich durch eine charakteristische Topologie aus,die von der Dispersionsrelation des betrachteten Systems bestimmt wird. Im Fall freierElektronen, also isotroper Dispersionsrelation, ist die Fermi-Fl�ache eine Kugelober
�ache.Die Fermi-Fl�ache erweist sich als Visitenkarte der Metalle und metallischen Systeme, daviele makroskopischen Eigenschaften dieser Systeme von den Elektronen in den Zust�andenbei �f bestimmt werden.3.5.2 Beispiel einer Berechnung von Isoenergie
�achenF�ur gebundene Elektronen ist die Dispersionsrelation �(~k) im allgemeinen nur numerischl�osbar. Eine analytische Kurvendiskussion kann aber im oben gezeigten Beispiel dessimple-cubic-Gitters f�ur den zweidimensionalen Fall ermittelt werden.F�ur ein anziehendes Potential gilt:V100 � 0 : (78)Weiterhin wird angenommen, da��0 + V0 = 0 : (79)Die Fermi-Fl�ache in der x-y-Ebene der Brillouin-Zone des sc-Gitters (Abb. 20) ergibtsich, indem man die Dispersionsrelation f�ur kz = 0 betrachtet.
28



3~kz ~ky ~kx-6
Abbildung 20: Betrachtet wird die x-y-Ebene im sc-Gitter.Damit folgt f�ur die Energiedispersion:� = const = 2V100(1 + cos kxa+ cos kya) (80)Um die Topologie der Isoenergie
�ache zu diskutieren, wird im folgenden die Energiedi-spersion an verschiedenen ausgezeichneten Punkten ausgewertet.1. kx ' ky ' 0 (81)Zur Betrachtung der Energiewerte in der N�ahe des Koordinatenursprungs wird derKosinus um den Nullpunkt herum entwickelt. Es gilt allgemein:f(x) = f(x0) + f 0(x0)(x� x0) + 12f 00(x0)(x� x0)2 + ::: (82)Im Beispiel bedeutet das:cosx = cos(0) � sin(0)(x� x0)� cos(0)(x� x0)22 (83)= 1 � x22Damit folgt f�ur die Energie: 29



� = 2V100  1 + 1� k2x2 a2 + 1� k2y2 a2! (84)= 6V100 � 2V100  k2x + k2y2 a2!Zu erkennen ist die Struktur einer Kreisgleichung, das hei�t die Isoenergie
�achensind in der N�ahe des Nullpunktes Kreise (Abb. 21).6 -~kx~ky ej�
��0 �a�a
Brillouinzonenrand������a ��aAbbildung 21: Isoenergie
�achen in der N�ahe kx = ky = kz = 0.2. � kx ' � ky ' �a (85)Damit werden die Eckpunkte der Brillouin-Zone betrachtet. Aus Symmetriegr�undengen�ugt es, die Berechnungen lediglich f�ur + kx ' + ky ' �a durchzuf�uhren. DieEntwicklung des Kosinus ergibt hier:cosx = cos(�)� sin(�)(x� �)� cos(�)(x� �)22 (86)= �1 + (x� �)22 30



Eingesetzt in die Energiedispersion folgt:� = 2V100  1� 1 + (kx � �)22 a2 � 1 + (ky � �)22 a2! (87)= �2V100 + 2V100�kx � �a�2 + �ky � �a�22 a2Wie im ersten Fall entsteht hier die Gleichung eines Kreises, wobei der Mittelpunktbei ��a ; �a� liegt (Abb. 22). 6 -~kx~ky 0 �a�a
Brillouinzonenrand��a ��aAbbildung 22: Isoenergie
�achen nahe den Eckpunkten der Brillouin-Zone3. � ky = �a � kx (88)Hier wird die Energiefunktion auf den Verbindungsgeraden der Seitenhalbierendender Brillouin-Zone betrachtet. Aus der Bedingung (88) folgt:cos kya = cos��a � kx� a= cos(� � kxa) (89)= � cos kxa 31



In der Energiegleichung bleibt dann �ubrig:� = 2V100 : (90)Das hei�t, da� die Isoenergie
�ache aus den Geraden � ky = �a � kx gebildet wird.Isoenergie
�achen in Zwischenbereichen werden durch die angedeuteten Kurvengebildet (Abb. 23). 6 -~kx~ky 0 �a�a
Brillouinzonenrand��a ��aAbbildung 23: Die Isoenergie
�achen f�ur � ky = �a � kx und Zwischenbereiche3.5.3 Entstehung von Energiel�uckenDie Entstehung von Bandl�ucken, sogenannten gaps, kann anschaulich anhand quasifrei-er Elektronen erkl�art werden. F�ur die quasifreien Elektronen stellt die Fermi{Fl�acheann�ahernd eine Kugel, im Zweidimensionalen einen Kreis, dar.Solange die Fermi{Kugel innerhalb der ersten Brillouin-Zone liegt, sp�urt man den Ein
u�des Kristallpotentials auf die Elektronen noch nicht. Erst wenn die Bragg{Bedingungerf�ullt ist, das hei�t, wenn die Fermi{Fl�ache die erste Brillouin{Zone �uberragt, kommtes an den Schnittpunkten zwischen Fermi{Fl�ache und Brillouin{Zonen{Grenze zurgap{Aufspaltung. Aus Symmetriegr�unden mu� die Isoenergie
�ache an Brillouin-Zonen-Grenzen immer senkrecht einm�unden. Um das zu verdeutlichen, betrachtet man den Gra-dienten @@~k der Dispersionsrelation �(~k) in einem beliebigen Punkt ~kB einer Brillouinzone.32



Brillouinzonenrand����t Isoenergie
�ache� 3 - t6t t~G~kB@�@~k -~n~GAbbildung 24: Isoenergie
�ache innerhalb der ersten Brillouinzone, sowie Gitter-vektor ~G, Gradient @�@~k , ~k-Vektor zum Brillouinzonenrand (~kB) und Normale ~n~GExistiert keine Komponente des Gradienten senkrecht zur Normalenrichtung ~n~G = ~Gj~Gj ,dann m�undet die Isoenergie
�ache senkrecht in die Brillouinzone ein. Dazu de�niert mandie Normalenableitung von �(~k)@�@k~G := ~n~G � @�@~k (91)und zeigt, da� diese auf einem Brillouinzonenrand verschwindet. Der Beweis erfolgt indrei Schritten:1. Im reziproken Gitter herrscht Symmetrie gegen�uber der Translation um einen Git-tervektor ~G:@�@~k �����~k = @�@~k �����~k�~G (92)Auf dem Brillouinzonenrand mu� auch f�ur die Komponente in Normalenrichtungvon ~G gelten:@�@k~G �����~kB = @�@k~G �����~kB�~G (93)33



I@�@~k j~k� ~G I@�@~k j~kt tt t� �~GAbbildung 25: Das reziproke Gitter ist translationssymmetrisch.2. Im reziproken Gitter herrscht Inversionssymmetrie. Es gilt somit auch:�(~k) = �(�~k) (94)F�ur den Gradienten hei�t das:@�(~k)@~k ������~k = � @�(~k)@~k �������~k (95)Insbesondere gilt auf dem Brillouinzonenrand f�ur die Normalenableitung:@�@k~G �����~kB = � @�@k~G ������~kB (96)
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* - @�@k~G ����~kB~kB��� @�@k~G �����~kB �~kBAbbildung 26: Das reziproke Gitter ist inversionssymmetrisch.Um die Schlu�folgerungen aus Translations- und Inversionsymmetrie vergleichen zuk�onnen, betrachtet man den Vektor ~kB;s. Dieser setzt sich aus der gespiegelten Normal-komponente und ungespiegelten der Tangentialkomponente von ~kB zusammen. Das hei�t:~kB = ~kB;n + ~kB;t ~kB;s = �~kB;n + ~kB;t (97)* ~kBY~kB;s -~kB;n� �~kB;n 6~kB;tAbbildung 27: Im reziproken Gitter herrscht Spiegelsymmetrie bez�uglich der Mit-telsenkrechten der Brillouinzone.Auf dem Brillouinzonenrand gilt nun aufgrund der Spiegelsymmetrie:@�@k~G �����~kB = � @�@k~G ������~kB;s (98)35



3. Es folgt:@�@k~G �����~kB = @�@k~G �����~kB�~G = � @�@k~G ������~kB (99)und @�@k~G �����~kB = � @�@k~G ������~kB : (100)Das ist nur m�oglich f�ur@�@k~G �����~kB = 0 : (101)Damit ist bewiesen, da� Isoenergie
�achen, falls sie die Brillouin-Zone schneiden, aus Sym-metriegr�unden immer senkrecht in den Brillouin{Zonen{Rand einm�unden.Eine unmittelbare Folge dieser Forderung ist die Entstehung einer Energiel�ucke �E f�ururspr�unglich entartete Zust�ande auf dem Rand der Brillouin-Zone. Die Energiel�ucke �Eist in erster N�aherung proportional zur St�arke des Gitterpotentials. Infolge der Aufhebungder Entartung spaltet die Fermi-Fl�ache in mehrere B�ander auf.�EAbbildung 28: An den Brillouinzonenr�andern entstehen Energiel�ucken.36



3.6 Fermi{GeschwindigkeitDie Geschwindigkeit eines Elektrons ist die Gruppengeschwindigkeit des Wellenpaketesdes Elektrons. Es gilt~vGruppe = 1�h @�@~k : (102)Im allgemeinen ist der Geschwindigkeitsvektor also nicht parallel zum Wellenvektor. Ersteht senkrecht zur Isoenergie
�ache �(~k) = E. Die Fermi-Fl�ache ist eine spezielle Iso-energie
�ache, f�ur die �(~k) = Ef gilt. Speziell bei einem Elektron auf der Fermi-Fl�achesteht der Geschwindigkeitsvektor senkrecht zur Fermi-Fl�ache.� :~v~k Fermi-Fl�acheAbbildung 29: Im allgemeinen sind Geschwindigkeitsvektor und Wellenvektor nichtparallel.3.7 Charakter der Wellenfunktion3.7.1 EinleitungDie Eigenwerte und Eigenfunktionen eines quantenmechanischen Problems sind eindeutigdurch einen Satz von Quantenzahlen charakterisiert. Die Quantenzahlen sind im allge-meinen durch die Symmetrie des betrachteten Potentials V bestimmt.Bei der quantenmechanischen Behandlung des Wassersto�atoms ergeben sich in Folge dersph�arischen Symmetrie des Problems(T + V (r)) 'nlm = En 'nlm (103)die Quantenzahlen: 37



n : : : Hauptquantenzahll : : : Drehimpulsquantenzahlm : : : Magnetquantenzahl : (104)mit folgendem Wertebereich:n = 1; 2; : : :l = 0; 1; 2 : : : ; n� 1 (105)m = �l; �l + 1; : : : ; l� 1; l ;das hei�tl = 0 m = 0l = 1 m = �1m = 0m = 1l = 2 m = �2m = �1m = 0m = 1m = 2... (106)
Bei der L�osung des Wassersto�problems kann die Eigenfunktion wegen der Symmetriedes Potentials V (r) in einen radialen Anteil Rnl(r) und einen Anteil, der die Richtungs-abh�angigkeit enth�alt und durch Kugel
�achenfunktionen Ylm �~rr� realisiert wird, zerlegtwerden'nlm � Rnl(r)Ylm  ~rr! : (107)Die Drehimpulsquantenzahl l hat dabei eine besonders anschauliche Bedeutung:Eigenfunktionen zu l = 0 beschreiben sogenannte s-Elektronen, und weiter38



l = 1 : p� Elektronenl = 2 : d� Elektronen (108)l = 3 : f � Elektronen :3.7.2 Betrachtungen f�ur MetalleDie Eigenfunktionen metallischer Festk�orper sind wegen der Translationsinvarianz desPotentials Bloch{Funktionen (Gl. 25). Die zugeh�origen Quantenzahlen einer Bloch{Funktion sind der Bloch{Vektor ~k und der Bandindex �.Im Rahmen des tight-binding-Modells werden diese Blochfunktionen aus einer atomarenWellenfunktion aufgebaut, wodurch die Klassi�zierung durch den Bandindex � entf�allt(� = 1). Infolgedessen ist eine Zerlegung der Bloch{Funktion nach den Eigenfunktionendes atomaren Problems durchaus m�oglich (Kap. 3.2). Die Gesamtwellenfunktion 	~k(~r)kann dann als eine Linearkombination dieser Eigenfunktionen dargestellt werden. Aller-dings mu� dabei noch die Entartung des jeweiligen Zustandes bez�uglich l und m beachtetwerden:	~k(~r) =Xl;m clm(~k)Rnl(r)Ylm  ~rr! : (109)Diese Zerlegung der Eigenfunktionen nach s, p und d Charakter eines Zustandes ~k istsehr anschaulich und aufschlu�reich bei der Diskussion physikalischer Eigenschaften desFestk�orpers. Aufgrund der Normierung der Wellenfunktion giltZ d3rj	~k(~r)j2 = 1 : (110)Beschr�ankt man sich bei der Drehimpulsentwicklung der Wellenfunktion auf l = 0, l = 1und l = 2, so folgt f�ur die Entwicklungskoe�zienten clm:Xlm jclm(~k)j2 = jcs(~k)j2 + 1Xm=�1 jcpm(~k)j2 + 2Xm=�2 jcdm(~k)j2 = 1 : (111)Die Entwicklungskoe�zienten clm(~k) spiegeln die dem Zustand ~k eigene Mischung von s-,p- und d-Charakter der Elektronen wider. Die verschiedenen Summanden sind somit ein39



direktes Ma� f�ur das Auftreten eines bestimmten Wellenfunktionscharakters im Zustand~k. De�niert man die Wellenfunktionskoe�zienten ks, kp und kdks(~k) = jcs(~k)j2kp(~k) = 1Xm=�1 jcpm(~k)j2 (112)kd(~k) = 2Xm=�2 jcdm(~k)j2 ;so geben diese also die Wahrscheinlichkeiten daf�ur an, in der Gesamtwellenfunktion 	~k(~r)die Valenzelektronen als s-Wellen, p-Wellen oder d-Wellen vorzu�nden.
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4 LCAO-MethodeIm tight{binding{Modell sind wir jeweils von einer atomaren Wellenfunktion pro Gitter-platz '(~r� ~Rn) ausgegangen, was zur Entstehung genau eines Bandes (� = 1) gef�uhrt hat(Gl. (39)). Im allgemeinen besteht ein Festk�orper jedoch aus Atomen, die mehr als eineatomare Wellenfunktion '(~r� ~Rn) pro Platz beitragen. Eine folgerichtige Erweiterung desTight{Binding{Modells ist dann die Linearkombination atomarer Orbitale (linear com-bination of atomic orbitals - LCAO). Es werden mehrere atomare L�osungen 'i(~r � ~Rn)mit den jeweiligen Energien �i zugelassen und linear kombiniert. Infolgedessen entstehtf�ur den Festk�orper ein Eigenwertspektrum, das aus verschiedenen B�andern � besteht.Die zugeh�orige Blochfunktion ist jetzt ebenfalls durch Blochvektor ~k und Bandindex �charakterisiert	~k � =Xn ei~k�~Rn Xi ~ci 'i(~r � ~Rn) (113)und enth�alt eine Linearkombination der atomaren Orbitale 'i(~r � ~Rn). ~ci sind die ent-sprechenden Entwicklungskoe�zienten der Linearkombination. Die Berechnung des Ei-genwertspektrums��(~k) = R d3r	~k�Ĥ	�~k�R d3r	~k�	�~k� (114)erfolgt in analoger Weise wie im tight{binding{Modell, ist aber wegen der Komplexit�atdes Verfahrens nur noch numerisch m�oglich.�Ahnlich wie im Tight{Binding{Modell k�onnen neben Energieeigenwertspektrum ��(~k) undEigenvektoren 	�(~k) im Rahmen einer LCAO{Methode auch alle bereits diskutierten Ei-genschaften wie Fermi{Fl�ache, Fermi{Geschwindigkeit und Charakter der Wellenfunk-tion numerisch bestimmt werden.Derartige Untersuchungen wurden f�ur die typischen Metalle durchgef�uhrt und sollen imweiteren vorgestellt werden.
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